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Introducción

El grupoide de Weyl fue descubierto por István Heckenberger [5]. Si
bien este grupoide fue introducido para estudiar álgebras de Nichols, re-
cientemente quedó en evidencia que este nuevo objeto es inmensamente
rico y posee muchas conexiones que merecen ser estudiadas en profundi-
dad. Algunas de estas conexiones son: álgebras de Nichols y grupos cuán-
ticos [6], superálgebras de Lie y combinatoria de sistemas de raíces [7],
cluster algebras [4], arreglos de hiperplanos [1], etc.

En estas notas introduciremos las definiciones básicas, mostraremos
algunos ejemplos y discutiremos la estructura de los grupoides de Weyl
de rango dos. Nos basaremos en gran parte en los trabajos de Cuntz y
Heckenberger [2, 3].

1. Definiciones básicas

1.1. Una matriz A = (aij) ∈ Zn×n se dice una matriz de Cartan gene-
ralizada si aii = 2 para todo i, aij 6 0 para todo i 6= j y para cada i 6= j
con aij = 0 se tiene aji = 0.

1.2. Sean I un conjunto finito, X un conjunto no vacío, (ri)i∈I una
colección de funciones ri : X → X, y (AX)X∈X una colección de matrices
de Cartan generalizadas. Un semigrafo de Cartan es una upla

C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X)

que cumple las siguientes propiedades:

1) r2

i = idX para todo i ∈ I.
2) aXij = a

ri(X)
ij para todo i, j ∈ I, X ∈ X.

El rango de C se define como el cardinal de I. Los elementos de X son los
puntos de C y los elementos de I son las etiquetas de C.
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1.3. Sean C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) y D = (J,Y, (sj)j∈J, (BY)Y∈Y)
dos semigrafos de Cartan. Un morfismo entre C y D es un par (π,α),
donde π : I→ J y α : X→ Y son funciones tales que

aXij = b
α(X)
π(i),π(j) para todo i, j ∈ I, X ∈ X,(1.3.1)

α(ri(X)) = sπ(i)(α(X)) para todo i ∈ I, X ∈ X.(1.3.2)

1.4. Un semigrafo de Cartan C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) se dice co-
nexo si el grupo generado por {ri : i ∈ I} actúa transitivamente en X.

1.5. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Cartan. Se defi-
ne el grafo de intercambio de C como el grafo etiquetado cuyos vértices
son los puntos de C y dados X, Y ∈ X los vértices X e Y están conectados
con la arista i si X 6= Y y ri(X) = Y para i ∈ I.

1.6. Notación. Denotaremos por {α1, . . . ,αn} a la base estándar de ZI.
Por ejemplo: si I tiene dos elementos, ZI = {(1, 0), (0, 1)}.

1.7. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Cartan y sea
D(X, I) la categoría cuyos objetos son los elementos de X y los morfismos
entre X, Y ∈ X están definidos como

hom(X, Y) =
{
(Y, f,X) : f ∈ End(ZI)

}
con la composición

(Z,g, Y) ◦ (Y, f,X) = (Z,gf,X), X, Y,Z ∈ X, f,g ∈ End(ZI).

Para cada X ∈ X y cada i ∈ I se define

sXi ∈ Aut(ZI), sXi αj = αj − a
X
ijαi, j ∈ I.

Se define el grupoide de Weyl de C como la menor subcategoría W(C) de
D(X, I) que contiene a los morfismos (ri(X), sXi ,X), donde i ∈ I y X ∈ X.

1.8. Notación. Los morfismos del grupode de Weyl W(C) de un semi-
grafo de Cartan C que terminan en X ∈ X son ternas de la forma

w = (X, sri1(X)i1

s
ri2ri1(X)
i2

· · · srik ···ri1(X)ik
, rik · · · ri1

(X)),

donde k > 0. Cuando no haya peligro de confusión, simplemente escribi-
remos w = idX si1

· · · sik .

1.9. Ejercicio. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Car-
tan. Demuestre que sXi = s

ri(X)
i para todo i ∈ I y X ∈ X. Concluya que

todo morfismo de W(C) es inversible.

1.10. Ejemplo. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Car-
tan de rango dos. Supongamos que I = {1, 2}. Si X ∈ X entonces las matri-
ces de sX

1
y sX

2
con respecto a la base estándar de ZI es

sX
1
=

(
−1 −aX

12

0 1

)
, sX

2
=

(
1 0

−aX
21

−1

)
,

respectivamente.
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1.11. Un semigrafo de Cartan C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) es simple-
mente conexo si para cada X, Y ∈ X, homW(C)(X, Y) tiene al menos un
elemento.

1.12. Si D es una categoría y X ∈ D, notaremos

hom(D,X) =
⋃
Y∈D

hom(Y,X).

Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Cartan. Para cada
X ∈ X se define el conjunto de raíces reales de C en X como

∆Xre = {wαi ∈ ZI : w ∈ hom(W(C),X), i ∈ I}.

Los αi, i ∈ I, se denominan raíces simples. Las raíces positivas (resp.
negativas) son los elementos del conjunto

∆Xre
+ = ∆Xre ∩NI

0
(resp. ∆Xre

− = ∆Xre ∩−NI
0
).

Se dice que un semigrafo de Cartan C es finito si ∆Xre es un conjunto finito
para todo X ∈ X. Para cada X ∈ X, i, j ∈ I se define

mXij = |∆Xre ∩ (N0αi +N0αj)|.

Se dice que C es un grafo de Cartan si valen las siguientes propiedades:

1) Para cada X ∈ X el conjunto ∆Xre está formado por raíces positivas
y negativas.

2) Si X ∈ X, i, j ∈ I y mXij <∞ entonces (rirj)
mX
ij(X) = X.

1.13. Notación. Para abreviar, escribiremos 1
a

2
b para denotar al ele-

mento aα1 + bα2 ∈ Z2.

1.14. Ejercicio. Consideremos la upla C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X),
donde I = {1, 2} y X = {X1,X2,X3}, r1 = (X1X2), r2 = (X2X3),

AX1 =

(
2 −1

−3 2

)
, AX2 =

(
2 −1

−4 2

)
, AX3 =

(
2 −1

−4 2

)
.

Demuestre que

∆X1re = {± 1,±2,±12,±12
2,±12

3,±1
2
2

3,

± 1
3
2

4,±1
3
2

5,±1
4
2

5,±1
4
2

7,±1
5
2

7,±1
5
2

8},

∆X2re = {± 12
−1,±1,±2,±12,±12

2,±12
3,

± 12
4,±1

2
2,±1

2
2

3,±1
2
2

5,±1
3
2

4,±1
3
2

5},

∆X3re = {± 1,±2,±12,±12
2,±12

3,±12
4,

± 12
5,±1

2
2

3,±1
2
2

5,±1
2
2

7,±1
3
2

7,±1
3
2

8}.

En particular, C no es un grafo de Cartan pues α1 −α2 6∈ ∆X2re.

1.15. Ejercicio. Sean I = {1, 2}, X = {X1,X2}, r1 = (X1X2), r2 = id,

AX1 =

(
2 −1

−3 2

)
, AX2 =

(
2 −1

−4 2

)
.
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Entonces C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) es un semigrafo de Cartan de rango
dos. Demuestre que

∆X1re = {±1,±2,±12,±12
2,±12

3,±1
2
2

3,±1
3
2

4,±1
3
2

5},

∆X2re = {±1,±2,±12,±12
2,±12

3,±12
4,±1

2
2

3,±1
2
2

5}.

1.16. Ejercicio. Sean I = {1, 2, 3}, X = {X, Y}, r1 = (XY), r2 = r3 = idX,

AX =

 2 −1 0

−2 2 −1

0 −1 2

 , AY =

 2 −1 0

−2 2 −2

0 −1 2

 .

Entonces C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) es un grafo de Cartan finito.

1.17. Ejercicio. Sean I = {1, 2, 3}, X = {X, Y}, r1 = (XY), r2 = r3 = idX,

AX =

 2 −2 0

−1 2 −1

0 −1 2

 , AY =

 2 −2 0

−1 2 −2

0 −1 2

 .

Entonces C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) es un grafo de Cartan finito.

1.18. Ejercicio. Veremos ahora un ejemplo de semigrafo de Cartan
que no es grafo de Cartan. Sean I = {1, 2, 3}, X = {X1, . . . ,X4}, r1 = idX,
r2 = (X2X3), r3 = (X1X2)(X3x4). Sean

AX1 =

 2 −1 0

−2 2 −1

0 −1 2

 , AX2 =

 2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2

 ,

AX3 =

 2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 , AX4 =

 2 0 −1

0 2 −1

−1 −1 2

 .

Demuestre que C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) no es un grafo de Cartan.

2. Grupoides de Weyl de rango dos

2.1. Sea A+ el menor subconjunto de
⋃
n>2

Nn
0

que cumple las siguien-
tes dos propiedades:

1) (0, 0) ∈ A+.
2) Si (c1, . . . , cn) ∈ A+ entonces, para cada i ∈ {2, . . . ,n},

Vi(c1, . . . , cn) = (c1, . . . , ci−2, ci−1 + 1, 1, ci + 1, ci+1, . . . , cn) ∈ A+.

2.2. Ejercicio. Sea n > 2. Demuestre que si (c1, . . . , cn) ∈ A+ entonces∑n
i=1

ci = 3n− 6.

2.3. Notación. Para cada n > 2 denotaremos por A+(n) al conjunto
de sucesiones (c1, . . . , cn) que pertenecen a A+.

2.4. Ejemplos. Un cálculo directo muestra que

A+(2) = {(0, 0)},

A+(3) = {(1, 1, 1)},

A+(4) = {(1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1)},

A+(5) = {(1, 2, 2, 1, 3), (1, 3, 1, 2, 2), (2, 2, 1, 3, 1), (3, 1, 2, 2, 1), (2, 1, 3, 1, 2)}.
4



2.5. Ejercicio. Demuestre que el cardinal de A+(n+ 2) es

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
,

el n-ésimo número de Catalan.

2.6. Sea n > 3 y sea Pn un n-ágono convexo cuyos vértices están enu-
merados con elementos de {1, . . . ,n} de forma tal que dos vértices adya-
centes tienen números consecutivos. Sea Tn(Pn) el conjunto de triangula-
ciones de Pn. Para cada T ∈ Tn(Pn) definimos

c(T) = (c1(T), . . . , cn(T)),

donde ci(T) es la cantidad de triángulos que tiene el i-ésimo vértice.

2.7. Ejemplos.
1) Hay una única triangulación posible T del triángulo P3. Luego
c(T) = (1, 1, 1).

2) Hay dos triangulaciones posibles para el cuadrado P4. Si T es una
triangulación de P4 entonces c(T) ∈ {(1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1)}.

2.8. Ejercicio. Sea n > 2 y sea Pn un n-ágono convexo cuyos vértices
están enumerados con elementos de {1, . . . ,n} de forma tal que dos vér-
tices adyacentes tienen números consecutivos. Sea Tn(Pn) el conjunto de
triangulaciones de Pn. Demuestre que la función

Tn(Pn)→ A+(n), T 7→ c(T),

es biyectiva.

2.9. Ejercicio. Sea n > 2. Demuestre que el grupo diedral

Dn = 〈r, s : rn = s2 = 1, srs = r−1〉
de 2n elementos actúa en A+(n) via

s · (c1, . . . , cn) = (cn, cn−1, . . . , c1),

r · (c1, . . . , cn) = (c2, . . . , cn, c1).

2.10. Ejercicio. Sea n > 3 y sea (c1, . . . , cn) ∈ A+(n). Demuestre que
si i ∈ {2, . . . ,n− 1} y ci = 1 entonces

(c1, . . . , ci−2, ci−1 − 1, ci+1 − 1, ci+2, . . . , cn) ∈ A+(n− 1).

2.11. Sea

η : Z→ SL(2,Z), a 7→
(
a −1

1 0

)
.

2.12. Ejercicio. Demuestre que

η(a)η(b) = η(a+ 1)η(1)η(b+ 1)

para todo a,b ∈ Z.

2.13. Lema. Sean n ∈ N y c1, . . . , cn ∈ Z y

β0 = −α2,

βk = η(c1) · · ·η(ck−1)(α1), k ∈ {1, . . . ,n+ 1}.

Valen las siguientes afirmaciones:
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1) βk+1 = ckβk −βk−1 para todo k ∈ {1, . . . ,n− 1}.
2) Si n > 3 y ck = 0 para algún k ∈ {1, . . . ,n− 1} entonces βl 6∈ N2

0
para

algún l ∈ {1, . . . ,n}.
3) Si para k ∈ {1, . . . ,n−1} vale que ck > 2 y βk = akα1 +bkα2 entonces

(2.13.1)
ak > bk > 0, bk > bk−1,
ak > ak−1, ak − bk − ak−1 + bk−1 > 0,

para todo k ∈ {1, . . . ,n− 1}.

Demostración. Para demostrar la primera afirmación procederemos
por inducción en k. El caso k = 1 es fácil pues

β2 = η(c1)(α1) = c1α1 +α2.

Supongamos entonces que el resultado es válido para k > 2. Como
η(ck)(α1) = ckα1 +α2 y η(ck−1)(α2), al usar la hipótesis inductiva,

βk+1 = η(c1) · · ·η(ck)(α1)

= η(c1) · · ·η(ck−1)(ckα1 +α2)

= ckβk + η(c1) · · ·η(ck−2)(−α1) = ckβk −βk−1,

tal como se quería demostrar.
Para demostrar la segunda afirmación observemos que si c1 = 0 en-

tonces β3 = c2α2 − α1 6∈ N2

0
. En cambio, si ck = 0 para k ∈ {2, . . . ,n− 1},

entonces, por el ítem anterior, βk+1 = −βk−1. Luego βk+1 6∈ N2

0
o bien

βk−1 6∈ N2

0
.

Por inducción en k demostraremos ahora que vale (2.13.1). El caso
k = 1 es evidente pues a1 = 1 y b1 = 0. Supongamos entonces que (2.13.1)
vale para algún k ∈ {1, . . . ,n− 1}. Por hipótesis inductiva,

ak+1 − bk+1 = (ck − 1)(ak − bk) + (ak − bk − ak−1 + bk−1) > 0,

ak+1 − ak = (ck − 2)ak + (ak − ak−1) > 0,

bk+1 − bk = (ck − 2)bk + (bk − bk−1) > 0,
ak+1 − bk+1 − ak + bk

= (ck − 2)(ak − bk) + (ak − bk − ak−1 + bk−1) > 0,

tal como se quería demostrar. �

2.14. Lema. Sean n > 2, c ′
1
, . . . , c ′n ∈ Z y i ∈ {2, . . . ,n}. Si

(c1, . . . , cn+1) = Vi(c
′
1
, . . . , c ′n)

= (c ′
1
, . . . , c ′i−2

, c ′i−1
+ 1, 1, c ′i + 1, c ′i+1

, . . . , c ′n).

y escribimos

βk = η(c1) · · ·η(ck−1)(α1), k ∈ {1, . . . ,n+ 1},

β ′k = η(c ′
1
) · · ·η(c ′k−1

)(α1), k ∈ {1, . . . ,n},

demuestre que

βk =


β ′k si k ∈ {1, . . . , i− 1},
β ′k−1

si k ∈ {i+ 1, . . . ,n+ 1},
β ′i−1

+β ′i = βi−1 +βi+1 si k = i,
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Demostración. Al usar el ejercicio 2.12 obtenemos inmediatamente
que βk = β ′k para todo k ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 2, . . . ,n+ 1}. Además

βi+1 = η(c1) · · ·η(ci)(α1)

= η(c ′
1
) · · ·η(c ′i−2

)η(c ′i−1
+ 1)(α1 +α2) = β

′
i

pues β(c+ 1)(α1 +α2) = η(c)(α1) para todo c ∈ Z. Similarmente,

βi = η(c1) · · ·η(ci−1)(α1)

= η(c ′
1
) · · ·η(c ′i−2

)η(c ′i−1
+ 1)(α1)

= η(c ′
1
) · · ·η(c ′i−2

)(η(c ′i−1
)(α1) +α2)

= β ′i +β
′
i−1

,

lo que demuestra el lema. �

2.15. Teorema. Sea n > 2 y sea (c1, . . . , cn) ∈ Zn. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) (c1, . . . , cn) ∈ A+.
2) η(c1) · · ·η(cn) = −I y βk = η(c1) · · ·η(ck−1)(α1) ∈ N2

0
para todo

k ∈ {1, . . . ,n}.

2.16. Ejercicio. Demuestre el teorema 2.15.

2.17. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Cartan de ran-
go dos. Sean X ∈ X, i ∈ I. Se define la sucesión característica de C con
respecto al par (X, i) como la sucesión (ck)k>1 ⊆ N0, donde

c2k+1 = −a
(rjri)

k(X)
ij , c2k+2 = −a

(rjri)
k+1(X)

ji

para todo k > 0 y j 6= i.

2.18. Ejercicio. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Car-
tan de rango dos y sea (ck)k>1 la sucesión característica de C con respec-
to a (X, i). Demuestre que la sucesión característica de C con respecto a
(ri(X), j) is (ck+1)k>2.

2.19. Ejercicio. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Car-
tan de rango dos. Supongamos que I = {i, j}. Sean X ∈ X y n ∈ N tal que
(rjri)

n(X) = X. Si (ck)k>1 es la sucesión característica de C con respecto a
(X, i), demuestre que c2n+k = ck para todo k ∈ N.

2.20. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Cartan de ran-
go dos. Supongamos que I = {i, j}. Sea (ck)k>1 es la sucesión característica
de C con respecto al par (X, i). Se define la sucesión de raíces de C con
respecto al par (X, i) como la sucesión (βk)k>1 ⊆ Z2, donde

βk = η(c1) · · ·η(ck−1)(α1)

para todo k > 1.

2.21. Notación. Sea τ : Z2 → Z2 definida por (x,y) 7→ (y, x).

2.22. Ejercicio. Demuestre que sY
1
= η(−aY

12
)τ y sY

2
= τη(−aY

21
) para

todo Y ∈ X.
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2.23. Ejercicio. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Car-
tan de rango dos. Supongamos que I = {1, 2}. Sean (βk)k>1 (resp. (γk)k>1)
la sucesión de raíces de C con respecto al par (X, 1) (resp. (X, 2)). Demues-
tre que

(2.23.1)
β2k+1 = idX(s1s2)

kα1, β2k+2 = idX(s1s2)
ks1α2,

τγ2k+1 = idX(s2s1)
kα2, τγ2k+2 = idX(s2s1)

ks2α1,

para todo k > 0. Concluya que

∆Xre = {±βk,±τγk : k > 1}.

2.24. Teorema. Sea C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) un semigrafo de Cartan
conexo de rango dos tal que X es finito. Supongamos que I = {i, j}. Sean X ∈ X,
(ck)k>1 la sucesión característica de C con respecto al par (X, i),

n = mı́n{m ∈ N : (rjri)
m(X) = X},

y κ = 6n−
∑

2n
k=1

ck. Son equivalentes:
1) C es un grafo de Cartan finito.
2) κ > 0, κ | 12, (c1, . . . , c

12n/κ) ∈ A+ y (ck)k>1 = (c1, . . . , c
12n/κ)

∞.

En este caso, 12n/κ = |∆Xre
+ | = mXij.

2.25. Ejercicio. Demuestre el teorema 2.24.

2.26. Ejemplo. Vamos a construir un semigrafo de Cartan C cuya su-
cesión característica sea (1, 1, 1)∞.

Sea X = {X1, . . . ,X6} y sean

r1 = (X1X2)(X3X4)(X5X6), r2 = (X2X3)(X4X5)(X6X1).

Si (1, 1, 1)∞ es la sucesión característica del semigrafo de Cartan, entonces

c1 = −aX1

12
= −aX2

12
, c2 = −a

X3

21 = −aX2

21
, c3 = −a

X3

12 = −a
X4

12 ,

c4 = −a
X5

21 = −a
X4

21 , c5 = −a
X5

12 = −aX6

12
, c6 = −aX1

21
= −aX6

21
.

Un cálculo directo muestra entonces que

AX =

(
2 −1

−1 2

)
para todo X ∈ X. Observemos que C es conexo.

2.27. Ejemplo. Vamos a construir un semigrafo de Cartan C cuya su-
cesión característica sea (1, 2, 1, 2)∞.

Sea X = {X1, . . . ,X8} y sean

r1 = (X1X2)(X3X4)(X5X6)(X7X8), r2 = (X2X3)(X4X5)(X6X7)(X8X1).

Si (1, 2, 1, 1)∞ es la sucesión característica, entonces

1 = c1 = −aX1

12
= −aX2

12
, 2 = c2 = −a

X3

21 = −aX2

21
,

1 = c3 = −a
X3

12 = −a
X4

12 , 2 = c4 = −a
X5

21 = −a
X4

21 ,

1 = c5 = −a
X5

12 = −aX6

12
, 2 = c6 = −a

X7

21 = −aX6

21
,

1 = c7 = −a
X7

12 = −aX8

12
, 2 = c8 = −aX1

21
= −aX8

21
.
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Luego, si definimos I = {1, 2} y

AX =

(
2 −1

−2 2

)
para todo X ∈ X, entonces C = C(I,X, (ri)i∈I, (AX)X∈X) es un semigrafo de
Cartan conexo que tiene a (1, 2, 1, 2)∞ como sucesión característica respecto
de (X1, 1).

2.28. Ejercicio. Sean n > 2, I = {1, 2} y X = {1, . . . , 2n}. Se define

r1 = (12)(34) · · · (2n− 1 2n), r2 = (23)(45) · · · (2n 1).

Sea (c1, . . . , cn) ∈ A+(n). Demuestre que existe un único grafo de Cartan
C conexo, simplemente conexo, finito, con mX

12
= n para todo X ∈ X, cuyos

puntos son los elementos de X y cuya sucesión característica con respecto
al par (X, 1) es (c1, . . . , cn)∞.

2.29. Notación. El grafo de Cartan asociado a (c1, . . . , cn) ∈ A+ será
denotado por C(c1, . . . , cn).

2.30. Teorema. Todo grafo de Cartan de rango dos, conexo y simplemen-
te conexo, es isomorfo a un grafo de Cartan de la forma C(c1, . . . , cn), donde
(c1, . . . , cn) ∈ A+.

2.31. Ejercicio. Sean (c1, . . . , cp) ∈ A+ y (d1, . . . ,dq) ∈ A+. Demuestre
que los semigrafos de Cartan C(c1, . . . , cp) y D(d1, . . . ,dq) son isomorfos
si y sólo si p = q y existe σ ∈ Dn tal que σ · (c1, . . . , cp) = (d1, . . . ,dq).
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